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Nota técnica

Error en las mediciones de oleaje en laboratorios
de investigacion

Luis Pastor Sanchez-Fernéandez

Instituto Politécnico Nacional

En los sistemas de medicion digital es refevante la frecuencia de muestreo por su influencia en la
exactitud de las mediciones. Su efecto es determinanie cuando resulta necesario obtener los
valores picos de la sefial. Los métodos para mejorar la calidad del registro de datos adquiridos
estan relacionados con la operacion del sistema en tiempo real o, si es admitido, tormar muestras
y luego realizar su procesamiento. Se obtiene la relacién entre la frecuencia de muestreo y ef error
maximo en la medicion de una sefal continua y sinusoidal, y en la determinacion de sus valores
picos, todo lo cual puede ser extendido para sefiales donde es relevante uno o varios arménicos
fundamentales. Se ilustra el efecto de la interpolacion de puntos en la serie de las muestras tomadas.
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Introduccién

El uso masivo de medios computarizados en los sistemas
de medicién impone nuevos estudios e investigaciones
sobre los principales factores que influyen en la calidad
de los mismos y en las particularidades de los andlisis
que se realizan con la informacion adquirida, por ejempilo,
en hidraulica marftima (Stansell et al., 2002). Uno de estos
factores es la frecuencia de muestreo.

Mediante las expresiones matematicas que se
obtienen se podré calcular el error maximo en las
mediciones computarizadas de armdnicos de una sshal
debido a la frecuencia de muestreo y, por tanio, poder
calcular el error maximo total de las mediciones, en el
cual influye ademas la exactitud del sensor (sobre la cual
no se puede actuar), el error de cuantificacion del
conversor analogo/digital (puede ser reducido a valores
despreciables con conversores A/D de 12 y 16 bits). Se
tendran criterios cuantitativos para seleccionar una
frecuencia de muestreo que no represente una carga
intensa (solo la estrictamente necesaria) para el sistema
de adquisicién de datos (es una tarea periddica), el cual
puede estar programado sobre un sisterna operativo que
no tiene que ser necesariamente de tiempo real, pudiendo

ser Windows o LINUX, como ocurre en la actualidad,
cuando se trabaja con PC, lo cual es una tendencia en
los sistemas de medicién computarizados en laboratorio,
lo que implica hacer un uso eficiente y racional del
procesador central; de lo contrario serfa necesario usar
un hardware adicional, como una tarjeta de adquisicion
de datos inteligente (con procesador y sistema operativo
propios) o dispositivos que permitan estructurar un
sistema distribuido, lo cual encarece y hace mas complejo
el sistema. Resulta importante planear y programar
correctamente dicho sistema; por ejemplo, para cada
variable que se necesite medir, seleccionar una frecuencia
de muestreo correcta (ni baja ni extremadamente alta),
con lo cual se lograré eficiencia del sistema de medicion
(Oppenheim y Willsky, 1998).

El tearema del muestreo de Shannon (Ogata, 1998)
establece la frecuencia angular de muestreo (W,,) minima
para reconstruir una sefal continua X(f) a partir de las
muestras tomadas en periodos de tiempo 7, denotando
a X*{f) como la sefial X(t) digitalizada.

Considerando que W,, = 2r/T, siendo T el periodo de
muestreo en segundos; para una sefal sinusoidal X(f) =
Asen (W, 1), siendo W, la frecuencia angular de la sefal
X(t), si W, es mayor o igual que 2W,, entonces la senal
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continua en el tiempo X(t) puede ser reconstruida a partir
de las muestras tomadas por un dispositivo digital, tal
como un sistema de adquisicién de datos que utilice un
conversor analogico/digital y una computadora personal,
como se muestra en la jlustracion 1.

Para una sefal no sinusoidal, formada por numerosos
armdnicos, como es el caso de una sefal .de oleaje
irregular, la frecuencia de muestreo tendrfa que ser mayor
o igual que el doble de la mayor frecuencia de interés en
el espectro de la sefal que se esta midiendo a través de
sus muestras adquiridas en periodos de tiempo 7. Poder
reconstruir la sefial continua a través de sus muestras no
asegura la exactitud de esta reconstruccion.

Para seleccionar la frecuencia de muestreo existen
diversos criterios préacticos, como es, por ejemplo,
considerar la frecuencia pico (F,) del espectro de la senal
y tomar la frecuencia de muestreo (F,,) de acuerdo con la
relacion siguiente: F > 8F, (este criterio aparece
recomendado para sistemas de medicién y generacién
de oleaje irregular en laboratorios de investigacion,
Beresford, 1994) o tomar el periodo de muestreo entre
una décima a una vigésima parte del periodo de la ola
significativa (Goda, 2000).

No se han planteado relaciones matematicas que
permitan establecer de forma precisa el error maximo que
puede producirse debido a la frecuencia de muestreo, lo
gue resulta importante cuando es necesario calcular e
error de un sistema de medicion en el cual influyen todos

llustracién 1. Esquema para la medicion de oleaje.

La tarjeta para la conversion A/D
normalmente esté dentrodelaPC~ /

V4 T ";ﬁ}"/'_ o

T e

*"mm‘. |
(I 7

i
IR

Acondicionamiento de las sefiales y
conversién analégica/digital (A/D)

los elementos que intervienen en el mismo, desde el
sensor hasta el conversor analogo-digital y la frecuencia
con la cual se tomen las muestras, como se presentd de
forma simplificada en la ilustracion 1. Se ha utilizado la
notacion F,, para la frecuencia de muestreo en Hertz (Hz),
equivalentes a ciclos por segundos 0 a muestras por
segundos.

Relacidn de la frecuencia de muestreo y el error

Se presenta un analisis en el cual se utiliza como entrada
una senal sinusoidal, tal como puede ser considerado el
oleaje regular o cuando en el espectro del oleaje irregular
es predominante un armanico fundamental. Se determina
el error méximo de las lecturas en funcion de la frecuencia
de muestreo cuando se utiliza un fijador de orden cero;
es decir, se toma una muestra de la senal y ésta mantiene
su validez hasta el instante de tiempo en que se foma la
proxima muestra.

Se cumple que el error maximo para procesamiento
en tiempo real (para el cual sélo se tiene informacion en
el instante de muestreo actual y en instantes anteriores)
esta dado por la expresion siguiente;

o spietb]

siendo:

Enaxabs = €ITOr maximo absoluto de las lecturas.

x(k), x(k+1) = valores de la senal en el tiempo t=kT y
t=(k+1)7T, respectivamente.

T = periodo de muestreo (tiempo entre la toma de las
muestras de la sefal continua).

k = valorentero (1, 2, 3...).

Podemos interpretar de la expresion 1 que el valor X(k)
serd el valor representativo de la sefial hasta que sea
tomada la muestra siguiente, es decir, X(k+1), es por ello
que el max|x(k+1}-x(k) | puede ser considerado como el
error maximo absoluto en tiempo real, producto de la
frecuencia de muestreo de la sefal. E! error maximo se
localiza de forma simétrica al origen de los ejes de
coordenadas, donde se produce la mayor velocidad de
cambio de la sefal {como se muestra en la ilustracion 2),
senalandose como el error maximo absoluto £, saps: €l
cual se produce alrededor de los valores pico en tiempo
real.

De la ilustracion 2 se puede plantear que:

X{k+1) = Asen(2nfT / 2) 2

102 ingenierfa hidraulica en méxico/abriljunio de 2004



Sanchez-Ferndndez, L.B, Evror en las mediciones de oleaje en laboratorios de investigacion

llustracién 2. Error maximo absoluto en tiempo real para una
sefial sinusoidal (procesamiento causal).
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X (k) = Asen [2nf(-T / 2} @A)
Evoars = IA sen (2afT /2) - Asen|[2 nf(-7/2)]
Eire = ‘2 Asen (anT / 2)I
E e = 2AJsEN (m‘T)l (4)
siendo:

T =1/F,vyF, = frecuencia de muestreo. Al tomar F,,, = nf,
donde fes lafrecuencia de la sefial y n un entero mayor o
igual que dos, se obtiene que:

E e = 2Asen (n/n) (5)
El error maximo relativo, respecto al valor pico a pico
de la sefal, expresado en porcentaje sera:

2Asen(n/n)
B = x 100 (6)
2A

E

mixrel

:sen(n/n)x100 (7)

A continuacion se realiza un analisis para formular las
expresiones del error maximo que se produce alrededor
de los valores picos en procesamiento en tiempo real

(E rnpabs) '

X(k+1) = Asen (2nf1/4f)= Asen(n/2)= A  (8)

X (k)= Asen [2nf(1/4f—T)] 9)

X (k) = Asen [21:1‘[1 _;ﬁ H

X (k) = Asen E— (1 —42‘7)}

y se sustituye en la expresion anterior:

X(k): Aksen I:"TZE["— 4f',;j(‘]:l (11)

2n
B = A—AcOs {-—-——] (13)

El error maximo relativo, respecto al valor pico a pico
de la sefal, expresado en porcentaje sera:

A — Acos 2_71
n

Eppn = ———————= x100
2A

271 R
Epa = 0.5{1 —cos(—Hx 100 (15)
n
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En hidraulica maritima y en otras aplicaciones en las
cuales no se requiera realizar la mayoria de los calculos
en tiempo real, sino a partir de un registro de datos
previamente adquiridos, lo més importante es determinar
los méximos y minimos de la sefal, la cual puede ser
considerada sinusoidal, o formada por un armodnico
fundamental y otros secundarios de pequenas
amplitudes; por tanto, en ese caso, el error maximo que
se puede producir en la determinacion de dichos valores
se sefala en la ilustracion 3, denominandose £ gy.ss COMO
el error maximo estatico absoluto en la determinacion de
los valores picos, el cual es un error en procesamiento no
causal, pues se dispone de un registro de informacion
previamente adquirida, y entonces, para un instante de
muestreo considerado como el actual (instante k), se tiene
informacién en instantes de muestreo anteriores y
posteriores.

Este error se produce cuando ninguno de los valores
de las muestras tomadas coincide con el valor del pico
de la sefal. Este error sera el maximo cuando las
distribucion de las muestras antes y después del pico de
la senal quedan distribuidas en la forma que se presenta
en la ilustracién 3; es decir, ambas muestras estan
equidistantes del valor pico.

Errorste ]X(k +0.5) —x(k)l (16)

llustracion 3. Error maximo estatico absoluto en la
determinacion de los valores picos (procesamiento no causal).
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X(k+05)= Asen(2zfifar) = (17)

X(k+0.5)= Asen(n/2)= A (18)

X(k) = Asen [2n71/ 47 - T /2] (19)
1-2fT )

X(k) = Asen an"T

= Asen|:’72t‘(1— zfr)}

o 1
Sustituyendo T = o = gy la expresion queda como:

X (k) = Asen [—275[1— 2f—1—-H (20)

nf

X(k):Asen[§—£J=Acos [EJ (1)
n n
Ergpars = A — AcOS (;) (22)

El error maximo relativo, respecto al valor pico a pico
de la sefal, expresado en porcentaje sera:

A — Acos z
n

=— 2 %100
2A

(23)

meprel

Em,_,pml = 0. 5':1— cos [—n-Il x 100 (24)

n

Evaluando las expresiones 7, 15y 24, para frecuencias
de muestreo, que sean n veces la frecuencia de la senal
sinusoidal, se obtienen los resultados del cuadro 1. La
exactitud obtenida es vélida cuando se trata de reconstruir
completamente la senal continua en el tiempo X({) a partir
de las muestras tomadas, usando un fijador de orden
cero. La exactitud en procesamiento en tiempo real para
el E e PUdiera interpretarse como el retardo maximo en

" percibir el valor real que tiene la senal. De manera similar,

el £ S€ria el retardo méximo, pero en valores cercanos
alos picos de la sefial. Sin embargo, E, ..« Sl representa
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Cuadro 1. Comparacion de los errores relativos en funcién de
la frecuencia de muestreo.

n Eméxrel Emprel Emeprel
(%) (%) (%)

2 100 100 50

4 70.71 50 14.64

8 38.26 14.64 3.8
10 30.9 9.54 2.44
20 16.64 2.44 0.61
50 6.27 0.39 0.098
100 3.14 0.098 0.024
200 157 0.024 0.0061
300 1.04 0.0109 0.0027

el error maximo relativo que puede producirse en
procesamiento no causal cuando se desean determinar
los valores pico de la sefal.

Disminuyendo el error debido a una baja
frecuencia de muestreo

Pueden aplicarse métodos que permitan recobrar la sefal
continua a partir de sus muestras, lograndose mejorar la
exactitud de su reconstruccion sin necesidad de elevar
considerablemente su frecuencia de muestreo. Dentro de
estos métodos se puede utilizar la interpolacidn de puntos

en la serie temporal (valores muestreados) que sean.

compatibles con el vector complejo de dicha serie
(interpolacidn compleja) y la interpolacion de splines
clbicos (spline interpolation) (Emery y Thomson, 2001),
entre otros.

llustracidn del efecto de la interpolacién de puntos
en la serie de muestras tomadas

La ilustracion 4 muestra parte de la grafica del nivel del
agua contra el tiempo para una senal de oleaje producida
en un canal de generacidon en un laboratorio. La serie
original fue muestreada a 3 Hz y la serie rellenada con
factor F, = 8; es decir, fueron insertados siete puntos entre
cada dos muestras de la serie criginal. Se obtiene un
efecto aproximado equivalente a haber utilizado una
frecuencia de muestreo para la serie original de 24 Hz.
Al utilizar un mayor nimero de olas para el andlisis
estadistico del oleaje (Goda, 2000) existe una mayor
probabilidad de introducir una reduccidn adicional en el
error asociado con la frecuencia de muestreo. Se
recomiendan unas 120 olas, aproximadamente.

llustracion 4. Ejemplo de interpolacién compleja.
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Conclusiones

Las expresiones 7, 15y 24 permiten calcular el error
maximo relativo producido al muestrear upa senal
continua y sinusocidal, valido para una sefial de oleaje
regular o para el arménico fundamental del oleaje irregular.
Esie error puede ser considerado un indicador de la
exactitud debido a la frecuenta de muestreo cuando se
trata de reconstruir completamente la sefial continua en
el tiempo X(f) a partir de las muestras tomadas, usando
una reconstruccion tipo escalera o fijador de orden cero.

E i €5 la exactitud en procesamiento causal (comun
en aplicaciones de tiempo real) y puede interpretarse
como el retardo méaximo en percibir el valor real que tiene
la sefal. De manera similar, el £, serfa el retardo maximo,
pero en valores cercanos a los picos de la senal. Sin
embargo, E.qe representa el error maximo relativo que
puede producirse en procesamiento no causal cuando
se desean determinar los valores pico de la sefial.

Para senales de oleaje donde la mayor frecuencia de
interés en su espectro es inferior a los 2 Hz es
recomendable tomar una frecuencia de muestreo minima
entre 18 y 20 Hz, io que equivale a unas diez muestras
por cada ciclo (o longitud de onda) del armdnico de mayor
frecuencia.

Es evidente que a un maycr nimero de olas (aparece
recomendado en la literatura usar unas 120) es posible
reducir el error en los célculos estadfsticos, pues éstos
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se basan en utilizar las olas mayores y habra mayor
cantidad de olas con probabilidad de que sus valores
picos reales coincidan con puntos muestreados.
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Abstract

SANCHEZ-FERNANDEZ, LR Wave measurement error in research laboratories. Hydraulic engineering in Mexico

(in Spanish). Vol. XIX, no. 2, April-June, 2004, pp. 101-106.

In digital measurement systems, the sampling frequency is essential, due to their influence in measurement
accuracy. Their effect is decisive when it is necessary to obtain the peak values of the signal. The methods to
improve the quality of the acquired data are related to the system’s operation in real time or if it is admitted to
acquire samples and later on perform the data analysis. In this paper, the relationship between the sampling
frequency and the measurement’s maximum error is obtained to sinusoidal continuous signals. This relationship
can be extended for signals where one or several fundamental harmonics are outsianding. By means of an
analytic procedure, the mathematical expressions are oblained and maximum error is determined for the peak
values measurement. The effect of the interpolation of points is illustrated using the Fast Fourier Transform

method.
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