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Dressler (1978) public las ecuaciones que llevan su nombre para analizar el flujo en canales
rectangulares de fondo curvo. Khan y Steffler (1996) propusieron también un procedirmiento de
andlisis basado en ecuaciones promediadas verticalmente y en las del momento de la cantidad
de movimiento, las cuales se destinaron también a canales rectangulares de fondo curvo, me-
diante una solucidn con un procedimiento numérico mds complicado, al manejar un mayor nu-
mero de ecuaciones. Por otra parte, muchos canales de la practica son de seccidn trapecial o
circular, y las ecuaciones de Dressler o de Khan y Steffler no son aplicables a dichas formas ni
pueden adaptarse fdcilmente a ellas. El propdsito de este trabajo es presentar una generali-
zacion de las ecuaciones del flujo curvilineo para emplearse en canales de cualquier forma de
seccion, utilizando para ello un sisterna de coordenadas curvilineas y la hipdtesis de flujo poco
profundo empleados por Dressler, con el fin de obtener soluciones mediante procedimientos
sencillos de integracion numérica. El frabajo consta de tres partes principales y aqui se presen-
ta la primera. ’
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curvilineo en canales.

Antecedentes

El flujo curvilineo ocurre con frecuencia en obras que
debe disefiar el ingeniero, donde el fondo del canal
posee curvatura vertical apreciable, que se mantiene o
no constante en grandes distancias y que induce, a su
vez, curvaturas importantes en las lineas de flujo. Es el
caso de las obras de excedencia a cielo abierto o en
tinel, donde es frecuente encontrar deflexiones verti-
cales obligadas por el tipo de obra, por la topografia
del terreno o para dirigir el fiujo y producir su despegue
con el angulo adecuado en cubetas de lanzamiento.
Aun en estas condiciones, el flujo suele analizarse
aceptando gue el movimiento sea rectilineo, es decir,
gue posea lineas de corriente de escasa o nula curva-
tura sin importar si el fondo es plano o de curvatura
vertical. Con ello se admiten los procedimientos con-
vencionales de andlisis, esto es, que existe una distri-
bucidn hidrostatica de la presion en la seccion vertical
y gue hay un solo componente de la velocidad, para-
lelo a dicho fondo, donde éste es supuestamente pla-
no. Se aplican también conceptos de energia especifi-

ca, régimen critico y pérdida por friccion, basados
igualmente en la aceptacion del movimiento rectilineo.
Ocasionalmente, algunos tramos del canal con curva-
tura vertical se tratan como problemas de flujo local
con base en teorias especialmente desarrolladas para
ello.

Habria que destacar que los modelos convenciona-
les utilizan las ecuaciones del flujo gradual y espacial-
mente variado, y hasta ecuaciones tan generales como
las de Saint-Venant para el flujo no permanente, pero
su aplicacion a canales de fondo curvo viola las reales
condiciones en que se desarrolla. En efecto, el fondo
curvo ejerce una influencia importante en la forma de
la trayectoria de las particulas en cada punto del cam-
po de flujo, al grado que adoptan curvaturas variables
gue modifican la distribucién de la velocidad y de la
presion respecto a la observada en un movimiento rec-
tilineo. Esto es, la creacion de aceleraciones importan-
tes normales a las trayectorias da lugar a fuerzas tam-
bién normales que apartan bastante la distribucion de
la presion en el seno del flujo respecto de la hidrostati-
ca. Con ello se modifica su comportamiento y se ve la
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necesidad de conocer mejor las condiciones reales en
que el flujo se produce, ademés de disponer de un
método de analisis basado en ecuaciones con térmi-
nos que contengan no soélo la inclinacién longitudinal
del fondo, sinc también su curvatura.

Dressler (1978) fue el primero que desarrolld un
modelo de flujo basado en la curvatura del fondo del
canal. Para ello transformo las ecuaciones diferencia-
les basicas del flujo bidimensional irrotacional en coor-
denadas cartesianas a la forma que adoptan cuando
se emplea un sistema de coordenadas curvilineas.
Para efectuar la integracion aceptd la hipétesis de que
el flujo era poco profundo {somero), pero con una solu-
cion aplicable Gnicamente a canales rectangulares,
como son muchos de los que se disefian en la practi-
ca, pero que no puede usarse con otras formas de
seccion. Dressler st al. (1984) incluyeron después el
efecto resistivo en los desarrollos, pero en forma erré-
nea. Posteriormente, Sotelo et al. (1994) llegaron a las
mismas ecuaciones de Dressler sin friccion para el ca-
nal rectangular, siguiendo caminos diferentes, pero mas
sencillos, aunque en ciertos aspectos, incompletos.

En una publicacion mas reciente, Khan y Steffler
(1996) presentaron un analisis basado en ecuaciones
diferenciales con variables promediadas verticalmente
y en ecuaciones del momento de la cantidad de movi-
miento para el fondo curvo, incluyendo el efecto de
friccion. Sin embargo, su modelo es también aplicable
solo a canales rectangulares y tiene la desventaja de
utilizar ocho ecuaciones diferenciales, a diferencia de
dos que se usan en el modelo de Dressler. Para ello, el
modelo de Khan y Steffler utiliza métodos numéricos
mas avanzados, con procedimientos que son de mo-
mento menos accesibles para el ingeniero. Por ofra
parte, utiliza un sistema coordenado x (horizontal), y
(vertical), que no ofrece ventajas para definir la geo-
metria de la seccién del canal, principalmente cuando,
por ejemplo, se disefia una obra de excedencias en un
tinel de gran pendiente y transiciones de geometria
complicada.

Objetivo y alcances

El propdsito de este trabajo consiste precisamente en
establecer un modelo para el andlisis del flujo curvili-
neo en un canal, con el gue se generaliza el analisis
para cualquier forma de la seccidén y geometria del
fondo curvo (céncavo o convexo), y se subsanan las
deficiencias que tienen los métodos convencionales
basados en el flujo rectilineo.

La exposicion del trabajo tuvo que hacerse en tres
partes debido a su extension. En esta primera parte se
presentan los aspectos generales del modelo y se es-

tablecen las ecuaciones basicas exactas para el flujo
no permanente, partiendo de las ecuaciones de trans-
porte de Reynolds. Dichas ecuaciones basicas se sim-
plifican cuando se acepta la condicién de flujo poco
profundo y se obtiene un sistema no menos preciso si
se cumple dicha condicién, pero factible de resolver
aun en flujo no permanente. Cuando el canal es rec-
tangular, las ecuaciones generales se convierten en las
de Dressler como caso particular de las primeras.
I[gualmente, cuando la curvatura se hace igual a cero,
las ecuaciones obtenidas se convierten en las conven-
cionales para el canal de fondo plano y flujo rectilineo.

En la segunda parte se evalla el efecto resistivo en
las fronteras mojadas de un flujo céncavo o convexo,
de modo que sea congruente con las leyes de friccion
en el canal de fondo plano. En la tercera parte se ob-
tienen las expresiones particulares para los canales
trapecial, rectangular y triangular.

Coordenadas curvilineas
Caracteristicas del canal

Se considera un canal cuyo eje y centro de curvatura
se alojan sobre un plano vertical, para eliminar cual-
quier curvatura horizontal, pero cuya seccion transver-
sal puede tener cualquier forma. El efecto del fondo
curvo se produce sobre planos verticales paralelos a
los que contiene dicho eje y a los centros de curvatu-
ra (ilustracién 1), lo que elimina al flujo curvilineo crea-
do por otras razones; por ejemplo, el que ocurre antes
y después del cambio brusco de la pendiente longitu-
dinal en un canal de fondo plano.

En el andlisis se acepta que el flujo en el canal sea
incompresible (dado que es a superficie libre), irrota-
cional, no viscoso y con friccién. Para ello existe un sis-
tema convencional de ecuaciones diferenciales referi-
do al sistema fijo de coordenadas cartesianas (x, y, 2)
gue se muestra en la ilustracion 1, siendo x el eje hori-
zontal que sirve, a su vez, como nivel arbitrario de re-
ferencia; y un eje también horizontal, y z el gje vertical.
Sobre ellos se alojan los vectores unitarios i, j, k,
respectivamente.

La curvatura del fondo es la que tiene el canal so-
bre su eje y define el centro de curvatura de la seccion,
el cual mantiene la misma posicion en direccion trans-
versal. Cuando la curvatura cambia en la direccion del
eje del canal, lo hace de manera continua. Ei flujo cur-
vilineo es el resultado del efecto que produce dicha
curvatura a través del componente de la aceleracion
normal a las lineas de flujo sobre planos verticales (pa-
ralelos al plano x - z), sin existir componente del movi-
miento en la direccion transversal (v, = a, = 0).
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Para facilitar el andlisis se utiliza un sistema de coor-
denadas curvilineas ortogonales en el espacio (s, ¢, n),
similar al adoptado por Dressler (1978), pero con las
modificaciones necesarias para tomar en cuenta la for-
ma de la seccién transversal del canal en direccion
transversal al movimiento. Como se muesira en la ilus-
tracion 1, la coordenada s del sistema sigue fielmente
la forma conocida del fondo curvo y mide la longitud
de arco de dicho fondo. Define también la posicion de
un plano ortogonal al fondo en cada punto B sobre el
eje, el cual contiene la seccion transversal del canal y
sobre él se mide la coordenada n. No habiendo cam-
bio en direccidn lateral sobre dicho plano, la coordena-
da c es de igual magnitud y direccion que y; por tanto,
el sistema curvilineo es realmente s, y, n, y poco difiere
del que se emplea para el flujo unidimensional sobre
un fondo plano.

Un punto B en el fondo se localiza mediante las
coordenadas (x=&, y=0, z = ). De este modo, la cur-
va continua en el espacio que sigue el fondo se define
a través de las funciones (sélo de 8): x = € (s); y = 0;
z = { (s); siendo necesario que la curvatura y la pen-
diente sean también continuas. La coordenada n de un
punto Pen &l campo de flujo se establece desde el pun-
to B en direccion ortogonal al fondo hasta el nivel del
punto en cuestion. Finalmente, la coordenada y ubica
al punto P. El perfil de la superficie libre se desconoce,
pero se representa por n = d (s, 1), donde d es la dis-
tancia ortogonal desde el fondo hasta la superficie li-

llustracion 1. Definicion del sistema de coordenadas curvilineas.
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Centra de curvatura

Eie de
/ curvatura

Hustracion 2. Definicion de variables en un flujo curvilineo.
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\-Fondo, n=0

Eje x

bre (seglin n) y es también funcién de sy la variable ¢
(tiempo).

Las nuevas variables independientes (s, y, n) for-
man un sistema de coordenadas curvilineas ortogona-
les, como se muestra en la ilustracion 2, de donde es
facil deducir que las ecuaciones de transformacion en-
tre los dos sistemas coordenados para un punto P
cualquiera son:

x(s, nN)=E£-C n (1)
y=y (2)
(s, M)=C+& n (3)
donde los términos:

£ (s)= % =Ccos 8 (4)

ds
. (s):a—gz—sene (5)
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son desde luego funciones solo de s, siendo 6 el angu-
lo de inclinacién de la tangente al fondo en el puntc B
respecto de la horizontal. Por supuesto, se cumple la
identidad ()2 + (£')? = 1.

Vectores base y jacobiano de la transformacion

Los vectores unitarios base e, e,, e, son tangentes a
las lineas que siguen las coordenadas s, y, ny también
ortogonales entre si (ilustracion 2). Dichos vectores se
definen en principio en cada punto Py, por tanto, son
funciones de s, y, n. Los vectores unitarios (i, j, k), se-
gln x, y, Z son en cambio fijos, cualquiera que sea el
punto en cuestion.
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El vector de posicion del punto Pes r=xi+ yj + zk,
de manera que los vectores unitarios en dicho punto son:

eszﬂ/—ai (6a)
ds |ds

ey::—a-r— §L (6b)
oy |dy

e,,:ﬂ QE (6c)
on {an

donde los denominadores se conocen como factores
de escala. Haciendo: £" = d&'/os; " = dl'/ds; de las
ecuaciones 1, 2 y 3 resultan los numeradores:

-2—;@,,,): (E-L"n) i+(C+E"n) K (7a)
or
—_ = b
o j (7b)
9 (sm)=—C i+£ K (7c)
on

Los vectores base se definen mejor en el fondo
(n = 0) a partir de las ecuaciones 6 y 7, de modo que
sean funcion solo de s (excepto el segundo que es fijo),
es decir:

e, (s)=¢ i+l k (8a)
e,=j (8b)
e, (s)=-C i+ k (8c)

ya que para n = 0, de las ecuaciones 7a, 7b y 7c, los
factores de escala son iguales a uno. De acuerdo con
las ecuaciones de Frenet-Serret, para el punto B en el
fondo se cumple:

% _ve, 9)
08
d
% _1e =0 (10)
as
ae”z—ices—’cey=—1ces (11)
as

ya que la torsion es t = 0, en virtud de que el gje y si-
gue una linea recta, siendo x {s) = 1/R(s) la curvatura
del fondo en el punto B, definida como el reciproco del
radio de curvatura R en dicho punto (ilustracion 2) y
funcioén sélo de s. El valor x > 0 describe un fondo cén-
cavoy el de k < 0, al convexo.

De la ecuacion 8a se obtiene el vector:

% g sl k (12)
ds

el cual es perpendicular a e, y colineal con n. De la
ecuacién 9 se cumple gue:

2
Je,

95

K2=

="+ (13)

ya que |e,| = 1. Segun las reglas del producto escalar,

de, _

también se cumple que: e, * =e,"Xxe, =% vya

ds
que e, - e, = 1; por tanto, de las ecuaciones 8c y 12,
la curvatura resulta:

k=E -0 E (14)

Para gue las ecuaciones 1, 2 y 3 sean de transfor-
macion entre los dos sistemas coordenados, es nece-
sario y suficiente que el jacobiano de la transformacion
sea distinto de cero, en cuyo caso deben existir ecua-
ciones similares para la transformacion reciproca. Si se
considera que: dx/dy = dy/ds = dy/dn = dz/dy = 0, el ja-
cobiano de la transformacién se expresa como sigue:

ax dx dx
ds ady dn
4wﬂ=yyy

s, v, n ds dy adn
9z 3z 2z

ds ady dn

ox 0z
ds on

ox 0z
on ds

J (M—ZJ=(§'~C“H) g+ (C+E'N)=

S, y, n

EP+ECP-EL-¢e)n

donde las derivadas parciales se obtuvieron de las ecua-
ciones de transformacion 1, 2 y 3. A partir de las
ecuaciones 4 y 5, la suma de los dos primeros térmi-
nos en la anterior vale uno y con la ecuacion 14, el ja-
cobiano se reduce a la forma:
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J [_1_]1 (1)
S, y, n

Es decir, J (s, y, n) # 0 y el mapeo es posible uno a
uno siempre que para x > 0, n< 1/x = A, lo que es ob-
vio geométricamente; el caso de J (s, ¥, n) = 0 haria
que el mapeo dejara de ser uno a uno.

El valor maximo de xn es para n = d, y la condicion
anterior restringe la dimensiéon d en todos los flujos
donde k > 0 a que xd < 1. Por razones obvias, es tam-
bién J (s, y, n) # 0 cuando x < 0.

El factor de escala en la ecuacion 6a es la magni-
tud del vector expresado por la ecuacion 7a, de mane-
ra que, al desarrollar los binomios, agrupar términos y
utilizar las ecuaciones 13 y 14, resulta;

or

12 12
S =[1—21<n+1c2n2] =[(1—1<n)2] =J (16)
s

es decir, el factor de escala segun s es el jacobiano de
la transformacion. Por el mismo camino, de las ecua-
ciones 7b y 7c los factores de escala restantes son:

lorlovi = [orfdan| = 1. Esto significa que un incremento ds -

a partir del punto B equivale al incremento diferencial
J ds a partir del punto Py que los incrementos dy y dn
en B son los mismos que en P. Es decir, el jacobiano es
el factor de escala para sy el valor 1 lo es para y y n.

De este modo, el incremento diferencial de arco
(ds + dy + dn) en Bequivale al incremento diferencial de

arcoen el punto P, de valor: da=\/(J ds)y? +(dy)? +(dn)y.

En la misma forma, las diferenciales de area y de volu-
men en coordenadas (s, y, n) estan dadas por: dA = J
ds dn; dv = J ds dy an.

Dado el vector de posicién del punto P por sus
componentes segln X, y, z, a través de las ecuaciones
1, 2y 3, los vectores unitarios base en las expresiones
6a, 6b y 6¢ son entonces:

o, =" (17a)
J ds
y:_a_r_:. (17b)
dy
e, =£ (17¢)
an

Para la transformacion inversa, esto es del sistema
curvilineo (s, y, n) al sistema cartesiano (x, y, 2), se
dispone del vector:

Vs = (ds/dx) i + (3s/dy) j + (95/02) k, y de los vectores
similares: Vyy Vn.

Se demuestra entonces que los vectores base se
definen como sigue:

eS:‘—Z-z—‘:JVs (18a)
ey=‘~%l=w (18b)
ef%ﬂ” (18c)

Esto significa que los factores de escala para trans-
formar el sistema de coordenadas curvilineas ortogo-
nales elegido al cartesiano (x, y, 2) son los reciprocos
de los antes encontrados: | Vs| =1/J:1Vyl = 1;1Vnl =1.

El gradiente, la divergencia y el rotacional
en coordenadas curvilineas

Sea ¢ = ¢ (s, y, n) una funcion escalar diferenciable y
las ecuaciones 1, 2 y 3 las de transformacidn del siste-
ma coordenado curvilineo ortogonal, el gradiente de ¢
en el sistema curvilineo resulta;

Sea el vector:

0=0(s,y.n) €5+, (S,y.1) €, +03 (s,¥.n) €, (20)

una funcién vectorial diferenciable en el sistema
curvilineo de vectores base e, e,, e, Se demuestra
gue la divergencia de dicho vector en coordenadas
curvilineas, cuando J no depende de y, es:

Wlaiw]ai e
J|ods oan oy

El rotacional del mismo vector ¢ en el sistema orto-

gonal de coordenadas curvilineas elegido esta dado
por el determinante:

Joy 05 &g
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Componentes de la velocidad

El plano que contiene las coordenadas (y, n) es cierta-
mente ortogonal al fondo del canal en cualquier punto
de la coordenada s, pero la trayectoria de las particu-
las que pasan por cualguier punto P (s, y, n) en el cam-
po de flujo (ilustracién 2) no es necesariamente ortogo-
nal a la direccién n en que se ubica dicho punto. Esto
significa que el vector velocidad en el punto P tiene
por lo menos los componentes uy w; el primero es per-
pendicular al plano que contiene las coordenadas
(y, n) y el segundoc esta en la direccién de n. El tercer
componente es v = v, = 0, lo que significa que el mo-
vimiento se realiza exclusivamente sobre los planos
paralelos al (x - z) en que ocurre la curvatura, con las
correcciones del caso, tal como se considerd en las
hipdtesis de partida. El vector velocidad en cada sis-
tema coordenado queda entonces expresado en la
forma:

visnt)=v,i+v,k=ue +we, (23)

De las ecuaciones 4, 5, 8a y 8c se tienen las
relaciones:

Vy=UucosB-wsenb, v, =v=0;
v,=Usen 8+ wcos o

De acuerdo con las consideraciones del inciso an-
terior y lo expresado por la ecuacion 16, los compo-
nentes unicos de la velocidad segdn sy n son:

u(s,n,ty=J(s,n) as (24a)
at
w(s,n,t)= an (24b)
at

Componentes de la aceleracion

La forma vectorial general de la aceleraciéon en cual-
quier sistema de coordenadas es

2
a=ﬂ=V A +V><v><v+a—V (25)
at 2 ot

donde v es la magnitud del vector velocidad, es decir,
v? = u? + w2 Al efectuar el desarrollo de los operado-
res en la ecuacion anterior, se demuestra que el vector
aceleracion en el sistema de coordenadas (s, y, n)
elegido es:

K o UdwW Jw ow
+ | U+ — W —t+—

e, (26)
J J s on ot

Esta expresion muestra que en cualquier instante ¢,
el vector aceleraciéon en todos los puntos del campo
de flujo tiene Unicamente dos componentes: uno en la
direccion del vector e,y otro en la direccién de e,,, sin
existir componente en la direccioén y.

Ecuaciones diferenciales
del flujo irrotacional

Aspectos generales

El flujo definido anteriormente ocurre en forma de ca-
pas delgadas de liquido, como se muestra en la ilus-
tracion 3a. Se designa por B a la dimensién horizontal
gue tiene la seccion del canal a la distancia n, como se
muestra en la ilustracion 1, la cual es un escalar que
depende soélo de n. Cuando la seccion del canal cam-
bia ademas en el sentido longitudinal se complica mu-
cho su geometria para fines constructivos y prefiere
evitarse. Sin embargo, es necesaria en tlneles, donde
la seccion se define mas facilmente en direccién per-
pendicular al fondo, eligiendo cambios graduales en el
sentido longitudinal por las grandes velocidades que
adquiere el agua. Esto significa que el modelo debe
aceptar cambios de B con sy n, de la misma manera
gue varian los componentes de la velocidad u y w,
pero los gue ocurran con s deben ser graduales para
no modificar las condiciones de curvatura, es decir,
para no introducir el tercer componente de la veloci-
dad v en direccion transversal (segln y). Por tanto, en
algunos casos, B se puede unir con los componentes
de la velocidad y formar nuevas funciones, como Buy
Bw, para simplificar los desarrollos.

Con las consideraciones y desarrollos antes expues-
tos es posible establecer las ecuaciones diferenciales
del! flujo, suponiendo un liquido no viscoso, como se
hace en el modelo de Saint-Venant, pero introduciendo
desde aqui la fuerza de resistencia por friccion en las
fronteras rigidas sin perder rigor ni precisién en los
resultados. Asi, se prefiere el desarrolio completo de
las ecuaciones a partir de los principios basicos, en lu-
gar de transformar las ecuaciones de continuidad y de
Euler al sistema de coordenadas elegido.
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Condicién de irrofacionalidad

De la ecuacion 22 y con: ¢, = u; ¢y, = v, 05 = W, oW/dy
= dJufdy = 0, se obtiene:

Vxy=—t| W O, (27)
Jids on
Haciendo V x v = 0O resulta la condicidn buscada:
w _9u_ (28)
Jds  aon

Ecuacion de continuidad

El volumen de control de la ilustracion 3b se utiliza para
obtener la ecuacién de continuidad, como aparece en
las ilustraciones 3a y 3c, donde se representan sus
dimensiones y los componentes de la velocidad Utiles
en la derivacion. A dicho volumen de control se aplica
la ecuacion de transporte de Reynolds para la masa,
que esta dada por:

”scp (v-ndA)+§; J.J- ch adv=0

llustracion 3. Derivacidn de las ecuaciones basicas.

b) Irrotacionalidad

¢) Continuidad

La masa neta de liquido que entra y sale del VC es
la suma:

Zm:p[BunLa;ﬂJ dsJ an—p Budn
s

+p [BJW+B§ﬂ dn] Jds—-p BJwJ ds
n

Hscp (v.ndA)=HSC{%B;LL+—E—)—§—‘;I’K} 0 Jdsdn

La variacion de la masa dentro del VC en el tiempo
(di)es: p % (BJ ds dn), pero dado que BJ, dsy dnno

dependen de t, el principio de conservacion de la masa
se expresa entonces mediante la ecuacion:

dBu + J0BJw _
0s on

la cual también se obtiene de la ecuacién 21, haciendo:
0, = Bu; 6, = 0; 5 = Bw; de modo que V - Bv = Q.

Cuando B no cambia con s, dB/ds = 0 en la ecua-
cion anterior, y cuando B tampoco cambia con n (sec-
cion rectangular), dBfan = 0.

0 (29)

Ecuacidn de movimiento
a) Ecuacion vectorial

Antes de establecer la ecuacién de movimiento es ne-
cesario precisar el criterio para insertar, desde un prin-
cipio, el efecto resistivo en ella. Los modelos de flujo
convencionales, como el de Saint-Venant, excluyen ini-
cialmente la resistencia ocasionada por fuerzas fric-
cionantes y viscosidad turbulenta ejercida por el fondo
y las paredes. El efecto conjunto retardatorio se intro-
duce después mediante el artificio de calcular los es-
fuerzos tangenciales sobre las fronteras, districuyendo
la fuerza resultante que producen sobre cada capa de
liguido desde el fondo hasta la superficie libre. De esta
manera, aunque el dominio del liquido asi considerado
corresponde a un volumen de cohtrol de gran tamario,
las ecuaciones diferenciales que gobiernan describen
el flujo de una particula de masa dm de pequero ta-
mafio con el mismo rigor. En el caso presente, la resis-
tencia se inserta simultaneamente como una fuerza se-
parada con la magnitud deducida de un analisis ade-
cuado al tipo de flujo, como se explica en el siguiente
articulo de los mismos autores: Efecto resistivo en las
ecuaciones generales del flujo impermanente en cana-
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les de fondo curvo, para publicarse en esta misma
revista.

Cuando se aplica la ecuacion de transporte de
Reynolds al principio de conservacion de la cantidad
de movimiento en el volumen de control de |a ilustra-
cion 4, se obtiene:

i lllgy o= [y evnon-[[f 5o

donde F, es la resultante del conjunto de fuerzas de
superficie (externas) y de las fuerzas de cuerpo ac-
tuando sobre la masa elemental. El simbolo D/Dt se in-
terpreta como la derivada total de Stokes del producto
de las variables que afecta dentro del volumen de con-
trol. Por ofra parte, en los libros de matematicas se de-
muestra gue la expresién anterior se convierte en:

F.+F :J.”vc% P

donde se ha subdividido a F,= F. + F,, siendo F.lare-
sultante de las fuerzas de cuerpo que actian sobre la
masa elemental y de las fuerzas externas que sean dis-
tintas de la friccion, ya que F; es precisamente la fuerza
de friccion que actla a su vez en direccion tangencial
a las fronteras mojadas y se opone al flujo. La ecuacion
31 es una expresion de la segunda ley de Newton.

Como se menciond, las fuerzas F.se subdividen en
fuerzas de cuerpo F., por unidad de masay en fuerzas
de superficie F., por unidad de area. Las fuerzas F.,
se deben a la accién de campos magnéticos y gravi-
tacionales que actuan sobre la masa contenida en el
volumen de control. Las fuerzas F., agrupan las fuer-
zas normales a la superficie de control producidas por
la presion py a las fuerzas tangenciales a dicha super-
ficie generadas por los esfuerzos cortantes atribuidos
a la viscosidad del agua que no se consideran. Por
tanto, se tiene:

(31)

F =.” vchC dD+J.scF'A ndA:.UJ.vc pF do—J.LcnpdA

Se considera unicamente el campo gravitacional,
de modo que F, = VQ, donde Q = ~ g z es la funcién
potencial de dicho campo. Ademas, la integral de su-
perficie se transforma en integral de volumen mediante
el teorema de Gauss: F. = [[[,; (p VQ - Vp) dv, el cual
se sustituye en la ecuacién 31 y se obtiene:

mvc[ (gz+—J+—ZX] pv=F

30)

llustracion 4. Volumen de control al obtener la fuerza
de resistencia al flujo.

. Eje del canal

Por razones geométricas, la elevacion del volumen
diferencial se calcula como: z = { + n cos 6. Ademas,
el vector aceleracion se expresa mediante la ecuacion
25, donde se acepta la condicion de irrotacionalidad
(Vxv =0), por tanto, la ecuacién anterior se convierte
en: '

”J.V{ [QC+gncose+§ U;W] gjpdu F;

(32)

El término:

2 2
{+ncos g+ LW
g 29

H(s,n.t)= (33)

es la energia total (por unidad de peso) de la capa di-
ferencial de liguido, de modo que la ecuacion 32 tam-

bién es:
] varss 3o ov=r

donde F; es la fuerza de resistencia al flujo producida
en la frontera mojada en direcciéon contraria al movi-
miento. Cuando F; = O resulta la forma vectorial de la
ecuacion de Euler:

(34)

ov

VgH+—=0 (35)
ot
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b) Componentes de la ecuacion de movimiento

Los componentes de la ecuacidon 34 corresponden a
las direcciones coordenadas sy n. Los vectores base
son funcién sélo de s, quedando definidos en cual-
quier punto del fondo mediante las ecuaciones 8. En
particular, los que corresponden al punto 0 (s = 0) de
la ilustracion 4 en el instante 1 = 0 son e, (0) y e, (0).
Por tanto, para obtener el componenie segin s en
s =0 se toma el producto escalar de e, (0) por la ecua-
cion 34, para que todas las variables se valuen en
s =0y t=0, con objeto de omitir la dependencia res-
pecto de sy t por brevedad en los desarrollos. Ade-
mas, con v = BJ ds dn se obtiene:

a\; p BJ ds dn =dF,

J:es(O)-{g VH +—a—

O bien, de acuerdo con el desarrollo de la ecuacion
19 se tiene:

J ds g

De igual manera, al tomar el producto escalar de la
ecuacion 34 por e, resulta el segundo componente
{(segln n):

NEE

c) Fuerza de resistencia al flujo

j: {l of 1 aa_”} gp BJ ds dn =dF,, (36a)
t

%ﬂ gp BJ ds dn=dF, (36b)

1
g

Para incluir el efecto total resistivo en las ecuaciones
diferenciales, el procedimiento estandar en modelos
como el de Saint-Venant consiste en aceptar una fuer-
za de cuerpo resistiva ficticia (por unidad de masa)
distribuida a Io largo de cada capa delgada de liquido.
El componente resultante de dicha fuerza para la capa
entera debe ser igual al componente de la fuerza pro-
ducida por los esfuerzos tangenciales actuando sobre
el total del perimetro mojado. Una vez que la magnitud
3 de esta fuerza de cusrpo ficticia (con dimensiones
fuerza/masa) se determina en cada punto del flujo, se
puede agregar como un término restrictive adicional
en el lado derecho de la ecuacion del movimiento prin-
cipal de la particula elemental dm.

Por ofra parte, la variaciéon en la magnitud S de la
fuerza de cuerpo a través de la capa liquida no pre-
senta problema. En efecto, debido a que cada particu-
la en cualquier seccién vertical del modelo de Saint-
Venant se comporta de la misma manera es cbvio que
cada una se ve afectada por la misma fuerza de cuer-

po resistiva y, por ello, la fuerza de cuerpo ficticia S (x,
y, 1) i debe ser de magnitud constante a o largo de la
capa delgada e igual a F, (x, f) / m, donde F,ies la
fuerza cortante total ejercida por el perimetro mojado
de la capa rectangular de longitud dx, y m es la masa
total de liguido en esa capa.

Dressler y Yevjevich (1984) utilizaron e! procedi-
miento antes descrito para determinar la magnitud
apropiada de la fuerza de cuerpo resistiva ficticia e in-
cluirla en las ecuaciones del flujo curvilineo de Dress-
ler. Para ello supusieron arbitrariamente que la fuerza
de cuerpo anéloga S « e, deberia ser constante en la
direccion ny que su magnitud se podia calcular divi-
diendo la fuerza tangencial resultante en la frontera
entre la masa total afectada en una capa angular del-
gada (ilustracién 4). Sin embargo, en el modelo del flu-
jo curvilineo no todas las particulas en una seccion
transversal plana se comportan idénticamente, ya que
existe variacién del componente w de la velocidad con
s, n, t. Por tanto, es preferible emplear un analisis ma-
tematico sin suposicion alguna para encontrar tanto el
valor correcto de S en las ecuaciones diferenciales del
flujo curvilineo como su variacion funcional a través del
flujo.

Se introduce ahora un segundo flujo donde no ocu-
rren esfuerzos tangenciales en las fronteras, pero en
cambio actla una fuerza de cuerpo retardatoria en la
direccién 5, 3,=3 (s, n, 1) - e,(s), distribuida de tal ma-
nera que su accion resistiva produce las mismas con-
diciones en los campos de velocidad y presion gue
ocurren en ! primer flujo, donde el VC esta sujeto a es-
fuerzos tangenciales en las fronteras. La funciéon des-
conocida 3 se determina mediante otra aplicacion de
la ecuacion de transporte de Reynolds al segundo flujo
en la direccién s, resultando:

goH odu
E—+—ipBn)Jn)dsdn=
E[Jas at]p (") J0)

j: S, (n) J(n) B(n) p ds dn

Dado que la ecuacion anterior y la 36a tienen tér-
minos idénticos en el lado izguierdo, se deduce gue la
expresion: '

Jj 3.(n) J(n) B(n) p ds dn =dF, (37)

es la condicion para integrar 3, a partir de  dF, para
gue las ecuaciones sean equivalentes.

La ecuacién del movimiento principal segin s para
este segundo flujo se puede entonces escribir en la
forma:
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g oH(s.nt) + ou(s,n,t) _g
J(s,n) 9s ot

S{snt)

donde aparece ahora la fuerza de cuerpo 3, por uni-
dad de masa. Para las particulas dmen el plano s =0
y en t = 1y, la ecuacion anterior se convierte en:

g aH(n)+au(n)
J(n) ds ot

= Ss(n)

donde ambos lados de la ecuacion son funciones que
varfan con ny se puede también expresar en la forma:

gaH(O,to)+J(n)au(O,to) _
as ot
Por un camino similar con el componente n se en-

cuentran las ecuaciones equivalentes a la 37 y 38, que
son;

Ss(n) Jn)  (38)

J:S,,(n) J(n) B(n) p ds dn=dF,, (39)
JoH ow

oH oW _4 40

J on ¥ ot i) (40)

Las ecuaciones correctas del movimiento son en-
tonces la 38 y la 40, donde la fuerza de cuerpo por uni-
dad de masa tiene que calcularse con las ecuaciones
37 y 39, a partir de la fuerza total de resistencia f.

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera a considerar se estable-
cen a continuacion: para un liqguido no viscoso, la ve-
locidad de la particula en cualquier punto del fondo
{n = 0) debe ser tangencial al misma, y para un punta
en la superficie libre, n= d (s, 1), la presion es la atmos-
férica. Ambas condiciones se expresan como sigue:

w(s, 0, t)=0 (41)

pl(s, d t)=0 (42)

La Unica condicion cinematica de frontera en la su-
perficie libre consiste en que cualquier particula en di-
cha superficie siempre permanece en ella. De este
modo, con la funcién y (s, n, t) = n - d(s, t) se define el
movimiento de la superficie libre, de manera que el
componente de la velocidad de la particula superficial
en direccién normal a la superficie libre movil (v = 0)
debe ser igual al componente de la velocidad también
normal a dicha superficie.

El vector unitario normal a la superficie libre es
e,=Vy /I Vyl . La velocidad en direccién normal a di-
cha superficie se define por — (dy/at/| Vy| y es igual a
u.e,, esdecir:

v _ad

u-Vy=-—
v ot ot

En el sistema coordenado (s, n), el vector velocidad
en la superficie libre se define en la forma: v = u, e, +
w, e,. Ademas, como expresa la ecuacion 19, el se-
gundo término vale:

V\p:l—ay—e +~a—‘£en =——1—~a—de +e,

Jas ° an Jy 95

De este modo, al efectuar el producto escalar
e, - Vy, se obtiene:

up3d ,,, _2d

g - Yy =

Jy ds at

donde J, es el valor del jacobiano en la superficie libre
y la condicion de frontera en dicha superficie resuita:

W, = uy od +ad (43)

1-xd ds dt

El sistema de ecuaciones 28, 29y 36 a 41 es el mas
preciso para la solucion del flujo curvilineo irrotacional
sin friccion. La principal dificultad en resolver cualquier
problema de flujo mediante dicho sistema no es tanto
la no linealidad del mismo, sino el hecho de que la po-
sicién de la frontera superior del flujo (superficie libre)
se desconoce y no se sabe de antemano donde impo-
ner la condicion de frontera necesaria dada por las
ecuaciones 41, 42 y 43, lo que constituye un ejemplo
tipico del llamado problema de frontera libre. En cam-
bio, la gran virtud de las ecuaciones de Saint-Venant
es que proporcicnan un medio de solucion para en-
contrar la posicion aproximada de la superficie libre,
ya que ésta aparece como una de sus incégnitas.

Ecuaciones diferenciales del flujo
poco profundo

Restricciones

Por las razones antes mencionadas, es necesario res-
tringir los flujos definidos por el sistema de ecuaciones
antes obtenido a aquellos poco profundos o someros.
Se puede demostrar que esto equivale a aceptar las
condiciones siguientes:
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—aé-g— =0 (44)
s (45)
‘W‘ << Iu‘ (46)

La condicién de frontera expresada por la ecuacion
43 se debe satisfacer aun cuando se imponga la con-
dicién dada por la ecuacién 46. Para el flujo perma-
nente, ad/dt = 0 y la ecuacién mencionada se convier-
te en: »

99 _ (1= xa) e
0s Uy

La hipétesis de flujo poco profundo (ecuacion 46)
significa que w,/u, << 1, por tanto, de la anterior se
cumple la condicion:

dd

<< ‘1—1«1‘ | (47)

la cual sera mas precisa cuando k < 0, es decir, se es-
peran mejores resultados de la teoria cuando el fondo
sea convexo.

Componente principal de la velocidad
(irrotacionalidad)

Con la ecuacion 44, la ecuacion 28 se convierte en:
d
2 Ju=0 (48)
an

es decir, J u = constante a lo largo de n, de modo que
en el fondo (n =0), J = 1 (ecuacion 15) y u= ug (s, 1)
es el valor de dicha constante. Asi, en la seccion orto-
gonal al fondo de coordenada s, la velocidad en el
punto P resulta al integrar la ecuacion anterior y se
obtiene:

_ (s, t)

u(s, n t) (49)

1 - xn

que equivale a la distribucion tipica de la velocidad en
un vértice libre o potencial, donde, al definir una sec-
cién s.= s, el componente u depende solo de n. En

efecto, se tendria que: 1-xn=1 _n_|B=n =L
R R R

donde res la distancia del centro de curvatura al punto

P (ilustracién 2) y a todos los puntos al mismo nivel de
P, es decir, u r= uy R = constante. De este modo, la ve-
locidad en el punto A sobre la superficie libre resulta:

— UO(Sr t)
1 - xd

Uy (50)

El componente secundario de la velocidad se debe
ajustar a las condiciones de frontera de que en el fon-
do sea w, = 0 y sobre la superficie libre satisfaga la
ecuacién 43, tomando en cuenta la ecuacién 50, es decir:

u, od ad
Wy=—9 ——+—

(1-xd)f? s ot &)

Ecuacion de continuidad.
Componente secundario de la velocidad

El gasto en la seccién plana esta dado por:

Qls.f)= j: e

donde se sustituyé la ecuacion 49, siendo B (s, n) la
dimensién horizontal de la seccidn, que es una funcion
conocida de sy n (ilustracion 4); por tanto, el valor de
la integral 1, depende de la forma de la seccion que
adopte el canal. Ademas, con Q@ = UAy dA =B dn, la
media de la velocidad en la seccion cumple con su
definicion:

o
U= uaa=Log (53)
Aldo A

En las dos expresiones anteriores se ha utilizado la
representacion:

9 B dn
I, = 54
? -[0 1-xn (54

La ecuacién de continuidad (29) se integra en toda
la seccidn como sigue:

d (st 9
—j d(BJW)=Jd 2 (Bu) dn
0 0 os

donde B u = B u (s, n, 1). Siguiendo la regia de Leibniz
en la segunda integral, la ecuacion anterior se desarro-
lla en la forma:

- B, Jy wy+By Jy Wo=—a—r8udn~8d uda—d
05 Jo 0s
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Pero: Jy = 1; By = T (s, n, ) (ancho de la superficie
libre); w, = 0, y tomando en cuenta las ecuaciones 43
y 52 resulta:

= Tdy wy+85; wy =%—Q——TJC, Wy +T Jy %ﬁ
s

También, con w, = O se obtiene:

a—O+T(1—Kd)a—d=O (55)
0s ot

Esta ecuacion es la de conservacion de la masa en
el VC, ya que (9Q)/ds) se interpreta como la tasa neta
de variacion del gasto que sale del VC en la longitud
Jdsy T(1-xd) ds(dd/et) es la tasa neta de variacién
del almacenaje superficial en dicho volumen.

La derivada parcial de la ecuacion 49 es:

ou _odug 1 e n
—_—— -

o (56)
s 9s 1-xn ds (1-xn)?
y con ella se obtiene el término:
doBu du 9B du, B dc  Bn B u,
—=B—+—U=———tUy— +—

ds  ds ds  ds 1-xn ds(1—xnf 3s 1-xn

Con éste, la ecuacion de continuidad (29) se inte-
gra también como sigue:

o0Bu dn

BJW:—J.: s

donde se ha considerado la condicidon de que w = 0,
para n = 0. Por tanto:

BJW:—%JH B dn B ngc_ n Brjdn
9s 90 1—xn ds Y0 (1-xn)?
(57a)
a_B ndn

0 08 0 1—-xn

Al ordenar términos, la ecuacién anterior se convier-
te en:

B
Ug +—1——a— In (1-xn) uy (57b)
X d§

donde se efectuaron las sustituciones gque a continua-
cion se mencionan. Las dos primeras integrales depen-
den de la forma de la seccion y se designaron como
sigue:

" B dn
= 58
I JO 1—xn (58)
" Bnadn
I,=)] ———
2 -[o (‘I—Kn)z (59)

La tercera integral no depende de la geometria de
la seccidn y se sustituyd por:

[ an___ 10 (- xn)
0 1-xn K

La solucion de la ecuacion 57 permite determinar la
distribucién del componente secundario de la veloci-
dad; para obtenerla es necesario conocer la forma y
geometria de la seccién del canal (ilustracion 3). La
seccion mas comun es la trapecial simétrica y ocasio-
nalmente la circular; los valores de las integrales para
la primera se obtienen en la parte 3 de esta serie de
articulos.

Cuando se hace n = den la ecuacion 57b, w = w,,
J=J,, B=T, las integrales deben efectuarse entre los
limites Oy d, de manera que I, = I,. Por tanto, la ecua-
cion se escribe en la forma:

TJy Wd=‘Io‘ai—g‘S 115 uo +

ds as (60)
197 10 (1= xd) ug
K ds

Se sustituye la ecuacion 51 en la anterior, se divide
entre T (1 -xd) y con J,= 1 - xd se obtiene:

ad Up od 1 Ip dug
—_—t—— ==
ot (1-xdf ds T 1-xd 9s

d
Tk L

1 07 In (1-«d)
O_____-_———_u
T ds 1-xd

0= 0

k7T ds 1-xd

donde ya no aparece w, y se tienen como incégnitas a
ugy d.

Ecuacion del movimiento transversal.
Distribucion de la presidn

De la condicién 46 se deduce que F;,=3,=0en las
ecuaciones 36b vy 40; la ecuacién resultante se con-
vierte finalmente en dH/dn = O y de las ecuaciones 33,
46 y 49 resulta la ecuacioén equivalente a la de Bernou-
lli para las lineas de flujo que cruzan la seccién plana
ortogonal al fondo, que es:
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p 1 U
H (s, t)={+ncos 6 +-—+—————>=constante (62)

gp (1-xny 2g

La presion es cero en cualquier punto sobre la su-
perficie libre, es decir, para n = d, p = G; con ellg, la
energia en la ecuacion anterior resulta igual a:

2
H (s, t)={+d cos 9+——1—HQ— (63a)
(1-xd)? 2g
O bien, de la ecuacion 50 también es:
U2
H={+dcose+—< (63b)

29

donde Hes independiente de n al valuarse sobre la su-
perficie libre y su magnitud es constante en la seccidn,
ya que depende sdlo de d (s, f). La ecuacion 63b signi-
fica que la energia cinética del flujo (coéncavo o con-
vexo), calculada con el componente de la velocidad
tangente a la superficie libre, separa a dicha superficie
de la linea de energia.

Al substituir u, de la ecuacién 52 en la ecuacion
63a es vélido también que:

1 Q?
H={+dcos 4+ ————— (64)
13 (1-xd)? 2g
Por otra parte, de la ecuacion 62;
2
£=H—§—noose— 1Y (65a)

gp (1-xny 29

O bien, al igualar las ecuaciones 62 y 63a resulta la
expresion:

-p—z(d—n)cose{ 1 - L yf)— (65Db)
gp (1-xd? (1-xn)* |2g

gue define la distribuciéon de la presiéon en la seccién
ortogonal al fondo, en términos de la parte hidrostatica
y la-debida al efecto centrifugo, éste dado por el Utti-
mo término.

La carga de presion en el fondo del canal se obtie-
ne para n =0 y resulta:

2

Po - gcos 9+[(1—~Kd)'2~1]u—0 (66)
gp 4 29
Ecuacion del movimiento principal
De la ecuacion 49:
ou__ 1 dup 194y (67)

ot 1-xn ot J ot

Con ésta, la ecuacion 38 se convierte en:

gaH(O,tO) N dug(0,t,)
0s ot

=3, (n) J(n)

que describe la variacion de la velocidad en el fondo
en términos de la fuerza de resistencia y de H, la cual
esta valuada -mediante la ecuacion 63b para la super-
ficie libre e independiente de n. El lado izquierdo de la
ecuacion anterior es ahora independiente de la varia-
ble n, lo que significa que debe ser igual a una cons-
tante en s =0, la que, a su vez, es la cantidad 3, (0),
igual a la fuerza de resistencia actuando sobre las
particulas del fondo. De este modo 3, (n) J (n) = 3, (0),
lo que define que la variacion funcional de 3, debe ser:

3s(n) =350/ J(n)

Por una parte, esto significa que al sustituir esta con-
dicidn en la ecuacién 37 e integrar a S, (n), resulta que:

(o[

3. (0)=-g 5§ =
° ! pAds

(68)

donde A = [9 B dn es el rea hidraulica de la seccién
y §;se interpreta como la pendiente local del gradiente
de friccidn. Por otra parte, para incluir la fuerza de re-
sistencia en la ecuacién del movimiento principal en
flujo curvilineo poco profundo, solo se necesita la fuer-
za 3, (0) = - g 5;en el lado derecho de la ecuacion; el
lado izquierdo permanece sin cambio:

9H 9 __

gs (69a)
dJds ot '

El término dH/ds es la suma de los tres términos que
se indican a continuacion:

98

—=3eno
0s

9 {dcos @)= —dge—sen 0
ds ds

+ cos 6 ég=—1<c1’sen 0+ cos ey
dJs 0s

—a—[ﬁ—xd)'g i}: (1-xqy? Yo 9%

0s 29 g ds
2
+(1—xdy® | 99 g K| Yo
08 as) g
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Al agrupar los términos, la ecuacion 69a se convier-
te en:

2
é—"li—r—————uo %4_ goos 8+ ad
at  (1-xdy 9s (1-xd)® | 9s
- ngene———Q@—— ud | d
(1-xd)®
+gsenB+gS =0 (69b)

donde todos los términos representan a distintas fuer-
zas por unidad de masa.

Conclusiones

El sistema de ecuaciones no lineales (49, 50, 52, 57,
61, 65b, 66 y 69b) se puede resolver, pero antes habria
que precisar algunos aspectos. Por ejemplo, habria que
sustituir la solucién de las integrales en las ecuaciones
65b y 69b de acuerdo con la forma de la seccién. Ade-
mas, la ecuacion 55 es una forma simplificada de la 61
cuando se usa el gasto en lugar de la velocidad en el
fondo. La ecuacion 69a es también una forma mas
compacta de la 69b y segun el tipo de problema pue-
de ser mas conveniente. Finalmente, la ecuacion 69b
estd fodavia incompleta, ya que es la Unica en la que
se tiene que valuar la resistencia que oponen las fron-
teras rigidas al flujo, como se expone en la parte 2 de
esta serie de articulos.

Después de resolver el par de ecuaciones diferen-
ciales 61 y 89b para u, y d, las restantes expresiones
permiten valuar a u, wy p. Los términos que contienen
a (dx/ds)/«® en las dos ecuaciones diferenciales se
mantienen finitos aun para x = 0. En las ecuaciones de
Saint-Venant se considera w = 0, pero en el desarrollo
de las ecuaciones presentadas se usé la condicion de
frontera de gue una particula que viaja sobre la super-
ficie libre siempre permanece sobre ella. Esto significa
gue la condicion de frontera dada por la ecuacion 43
no queda satisfecha cuando se utiliza w=0 paran< d,
al aceptar la ecuacion 46. Sin embargo, el valor de wy
obtenido con la ecuacién 60 y de u, con la ecuacion
50 modifican el vector velocidad total lo suficiente
como para que la condicién en la superficie libre se
satisfaga. Esto significa, en el caso de flujo permanen-
te, que la linea de corriente mas elevada coincide con
el perfil de la superficie libre obtenido en la solucién de
las ecuaciones 61 y 69b.

La magnitud de w, es en general muy pequefia y
poco afecta el valor de la carga de velocidad emplea-
do en la ecuacion 63b. Sin embargo, una vez conoci-

do, se puede calcular un valor mas preciso de H me-
diante la ecuacion 33, pero con los componentes al ni-
vel de la superficie libre:

2 2
H(s, t)=C+dcos @+ Zd T Wd (56)
29
Simbologia
a vector aceleracion en un punto.
d distancia ortogonal del fondo hasta la superficie

libre.

vector unitario variable segun s.

vector unitario variable segun n.

vector unitario variable segun Y.

aceleracion de la gravedad.

vector unitario segun x.

vector unitario segun .

vector unitario variable segun z

coordenada recta en el plano de una seccion or-

togonal al fondo y a s.

presién en algun punto de la seccién ortogonal al

fondoyas.

Do presion en algun punto del fondo.

r  vector de posicion de un punto respecto del sis-
tema (x, y ,2).

s  coordenada curvilinea que sigue fielmente el fon-
do del canal.

t tiempo.

u  componente de la velocidad en la direccion de s
y perpendicular a una seccion ortogonal al fondo.

U, componente u de la velocidad en el fondo de la
seccion,

Uy componente u de la velocidad al nivel de la su-
perficie libre de la seccién.

v vector velocidad en un punto.

v componente de la velocidad en la direcciéon de yy
tangente al plano de la seccién ortogonal al fondo.

w  componente de la velocidad en |a direccién de n,
normal a uy tangente al plano de la seccién orto-
gonal al fondo.

w,; componente w de la velocidad en la superficie li-
bre, en la direccion de n.

X  eje coordenado en un plano horizontal perpendi-

cular a y.

coordenada recta en el plano de la seccién, orto-

gonalax, sy n.

eje coordenado vertical.

dimension horizontal de la seccion a fa distancia n.

fuerza resultante de las de cuerpo y de superficie.

, fuerza de cuerpo por unidad de masa obrando

sobre la superficie A.
F.. fuerza de cuerpo por unidad de masa.
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fuerza resultante.

fuerza de friccion.

jacobiano de la transformacion del sistema coor-
denado fijo al curvilineo.

energia total en una seccion del flujo.

gasto en la seccion sy tirante d.

radio local de curvatura en el fondo.

pendiente local del gradiente de friccion.

ancho de la superficie libre de una seccion.
velocidad media en la seccion.

curvatura del fondo en una seccion (1/R).
densidad del liguido.

angulo de inclinacién de la tangente al fondo de
la seccidn respecto de la horizontal.

torsién en un punto.

fuerza de cuerpo ficticia con los componentes S,
(segun s) y S, (segun n).

vector cualquiera.

operador nabla.

funcién potencial del campo gravitacional.
volumen. '

coordenada x que localiza a un punto cualquiera
en el fondo.

coordenada z que localiza a un punto cualquiera
en el fondo.
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Abstract

Sotelo Avila, G. & C.A. Escalante Sandoval, "General equations for unsteady free-surface flow over curved
beds", Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVI, num. 2, pages 27-42, April-June, 2001.

Dressler (1978) derived the differential equations for unsteady shallow free surface-flow over curved
beds in rectangular channels. Khan and Steffler (1996) derived, too, an analysis procedure based on verti-
cally averaged and moment equations for flow over curved beds in a rectangular channel. They also used
a more complex numerical method with a Petrov-Galerkin finite element scheme. On the other hand, the
cross—-sections of many open channels are of trapezoidal or circular shape, where both methods are not
available or can not be adapted. This paper shows a generalization of curved flow equations in order to
apply them to channels with any cross section shape, using a curvilinear, orthogonal coordinate system,
based on the bed geometry and shallow flow hypothesis used by Dressler, to obtain simpler numerical solu-
tions. The work is divided in three parts, of which this paper is the first one.

Key words: curvilinear free-surface flow, curved bed surface flow, general equations of curved bed open
channels.
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