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Con el argumento de que el contenido volumétrico de agua en el suelo es proporcional al volumen 
del cuerpo paralelo en geometría fractal, en la literatura se ha intentado ofrecer una explicación de 
la representación en potencia de la característica de humedad, que relaciona el contenido de 
agua y la presión del agua en el suelo, haciendo uso de la ley de Laplace que vincula la presión 
con el tamaño de poro; la potencia resulta ser igual a la codimensión, es decir; a la diferencia entre 
la dimensión euclidiana del espacio donde el suelo está embebido y su dimensión fractal. Esta 
argumentación sólo es válida cuando el valor absoluto de la presión es muy alto; es decir; cuando 
el tamaño de poro es muy pequeño. La utilización de este resultado para estimar la dimensión 
fractal del suelo a partir de la característica de humedad experimental ha inducido a valores no 
aceptables de la dimensión fractal debido a que los datos contienen información sobre valores 
grandes del tamaño de poro; la frontera precisa entre valores pequeños y grandes del tamaño de 
poro es difícil de definir. Por lo anterior, aquí se propone una formulación para estimar la dimensión 
fractal basada en la consideración de que las funciones de distribución del número de poros y del 
volumen de los poros aceptan funciones densidades, estableciendo una relación entre ellas. Se 
impone que las distribuciones microcanónicas proporcionadas por el formalismo fractal y válidas 
para valores pequeños del tamaño de los poros satisfacen la relación establecida entre sus 
densidades. La generalización empírica de la distribución microcanónica del volumen de los poros 
a todo el dominio de los tamaños de los poros es llamada distribución canónica; en esta última, el 
exponente no es necesariamente igual a la codimensión. La satisfacción de los límites teóricos de 
la dimensión fractal por la distribución canónica ha permitido obtener una expresión integral para 
el cálculo de la dimensión fractal, llamada dimensión fractal integral debido a la manera de calculo, 
La dimensión fractal integral permite el paso entre funciones de distribución tan disímbolas como 
las distribuciones simétricas de Gauss, Cauchy y la logística simétrica de Brutsaert. Asimismo, la 
dimensión fractal integral es el paso entre distribuciones asimétricas como la doble exponencial, 
la zeta y la logística asimétrica de van Genuchten. Puesto que la distribución de van Genuchten es 
ampliamente utilizada en hidrología de los suelos, ella se analiza con diferentes relaciones entre 
sus exponentes en suelos de la base de datos GRlZZLY; se muestra que a pesar de que el 
producto de estos exponentes depende de la relación aceptada entre ellos, la dimensión fractal 
integral permanece invariante. Lo anterior viene a consolidar el hecho de que la dimensión fractal 
es una propiedad del suelo y su estimación a partir de la característica de humedad no debe 
depender fuertemente de la función utilizada para describirla adecuadamente. 

Palabras clave: dimensión fractal integral, distribuciones simétricas, distribuciones asimétricas. 



Introducción 

En diferentes trabajos reportados en la literatura se ha 
aplicado el formalismo de la geometría fractal para intentar 
explicar el comportamiento en potencia de la característica 
de humedad del suelo argumentada experimentalmente 
por Brooks y Corey (1964): 

si y si en donde es el contenido 
volumétrico de agua en el suelo; el contenido 
volumétrico de agua a saturación; el contenido 
volumétrico de agua residual; un grado de saturación 
efectivo; la presión del agua en el suelo; un valor 
crítico de la presión del agua en el suelo, y O es un 
exponente empírico positivo llamado índice de los poros. 

La ecuación puede ser considerada como una 
distribución del tamaño de los poros si se utiliza la ley de 
Laplace: 

El objetivo de este trabajo es proporcionar una 
expresión para estimar la dimensión fractal a partir de la 
distribución de los tamaños de los poros o de la 
distribución del tamaño de sus partículas. 

Teoría 

Se presentan de manera breve algunas definiciones del 
formalismo fractal. 

Definiciones 

Se define el tamaño U de un subconjunto U no vacío 
de donde E es la dimensión de Euclides (aquí 
y es el conjunto de los números reales, como la más 
grande distancia entre un par de puntos x e  y  en U, 

x - Y  Si es una colección 
contable (finita o infinita) de conjuntos, cuyos tamaños son 
inferiores o iguales que cubre un conjunto i.e. F es un 
subconjunto de la unión de los conjuntos Uj, con 

U, se dice que {U,} es una r-cubierta de F. 
Para un subconjunto F de se define la medida S- 

dimensional de Hausdorff de un subconjunto F de por 
(Falconer, 1990): 

donde R es el radio de los poros; la tensión superficial 
en la interfaz agua-aire; la densidad del agua; g, la 
aceleración gravitacional, y es el ángulo de contacto donde S es un número no negativo, no necesariamente 
entre la interfaz y las partículas sólidas, considerado 
generalmente constante. 

La combinación de las ecuaciones y conduce a: 

entero. 
Si la ecuación define la medida E-dimensional 

de Lebesgue. Existen subconjuntos del conjunto de los 
números reales, cuya cantidad de elementos es igual al 
propio conjunto de los números reales y que su medida 
de Lebesgue es cero. El ejemplo clásico es el conjunto 
perfecto de Cantor, un subconjunto del intervalo Este 
conjunto tiene entre sus propiedades la de no contener 
ningún intervalo; esto es, el conjunto de Cantor está 
formado sólo por puntos y cada uno de ellos es de 
acumulación. La medida de Lebesgue no hace diferencia 
entre un punto aislado y el conjunto de Cantor, los dos 
conjuntos tienen medida de Lebesgue igual a cero y sin 
embargo es importante poder hacer una diferencia entre 
estos dos conjuntos. También existen conjuntos que sin 
contener ningún intervalo tienen medida de Lebesgue 
positiva, ejemplos de estos conjuntos son los llamados 
conjuntos "gordos" de Cantor, que están formados sólo 
por puntos de acumulación. 

La medida de Hausdorff es una medida más "fina" 
que la de Lebesgue, ya que permite hacer diferencia 

si y si R. 
Basados en algunos modelos de fractales como el 

tapiz de Sierpinski, la esponja de Menger y otros fractales 
del tipo polvo de Cantor se ha sugerido que 
donde D es la dimensión fractal y E es la dimensión del 
espacio euclidiano donde el conjunto fractal está 
embebido (Tyler y Wheatcreaft, 1989,1990; Rieu y Sposito, 

Por el solo hecho de que D y son 
positivos, Tyler y Wheatcreaft 992) consideran que los 
suelos donde E no presentan características fractales; 
sin embargo, esta conclusión puede ser limitada, ya que 
los autores aplican a todo el rango de escalas una 
ecuación válida en las pequeñas escalas. 



entre puntos aislados y el “polvo” de Cantor. Es una 
medida capaz de diferenciar fractales. Un gráfico de 
Hs(F) en función de S (O< E) muestra que existe un 
valor crítico de S, donde la medida de Hausdorff salta 
de a O Falconer, 1990). Este valor crítico D=dim(F) 
es llamado dimensión de Hausdorff-Besicovitch del 
conjunto F. 

Si F es cubierto por una colección finita de conjuntos 
de la misma forma y tamaño de la 

ecuación se obtiene: 

La ecuación puede ser utilizada para estimar la 
dimensión fractal a partir del volumen del cuerpo paralelo. 
Esto es: 

Se hace notar que el volumen del cuerpo paralelo del 
fractal no es igual al volumen de la cáscara, esta Última 
definida por: ={x E F : (  x - y  E F). 

La relación entre la dimensión fractal y la porosidad 
volumétrica total es proporcionada de acuerdo con 
Fuentes et al. 1998,2001) por: 

J 

Utilizando esta relación y la continuidad de la función 
logaritmo, Mandelbrot 983) define la dimensión fractal 
como sigue: 

De la ecuación se deducen los comporta- 
mientos extremos de la función s(@). Cuando 

O : = + j In( Cuando 
En otros términos: 

Iímites siguientes: 

Se puede demostrar que se satisface la desigualdad 

dimensión de Mandelbrot es fácil de calcular y usualmente 
aproxima rápidamente la dimensión de Hausdorff- 
Besicovich, que es difícil de calcular. 

La ecuación indica que si el suelo se considera como 
un objeto fractal, el número de conjuntos cubiertas de 
tamaño res inversamente proporcional a cuando 
es decir: 

siguiente: dim(Hausdorff) dim(Mandelbrot). La o sea Se pueden establecer los 

n 

Expresión integral de la dimensión fractal 

En los trabajos de Tyler y Wheatcreaft 
Rieu y Sposito a, podemos observar que la Se pueden construir conjuntos en los cuales el número 

de conjuntos cubiertas de radio r satisfaga de manera 
exacta la fórmula para todo r, como polvo de Cantor, 

El cuerpo r-paralelo pr de un conjunto F se define como 

proporcionalidad entre el contenido volumétrico de agua 
y el volumen del cuerpo paralelo, es aplicado 
sobre todo el dominio de variación de R;  sin embargo, la 
fórmula es aplicable en general para valores pequeños 
de la escala R. Cuando esta proporcionalidad se utiliza 
paradescribir los datos experimentales de la Característica 
de humedad, la estimación de la dimensión fractal puede 
ser afectada por el hecho de que los datos contienen 
también información sobre valores grandes de la escala R. 

Puesto que las fórmulas y son aplicables cuando 
R es pequeño, serán llamadas distribuciones micro- 
canónicas del número de poros (o de partículas) y de la 
distribución del tamaño de los poros (o de las partículas) 
y serán escritas de la manera siguiente: 

el tapiz de Sierpinski y la esponja de Menger. 

= E X E El volumen del cuerpo 
paralelo se obtiene como el producto del volumen del 
conjunto cubierta; es decir, donde c es un coeficiente 
de forma si las cubiertas son paralelepípedos), y 
del número de cubiertas; es decir: 
Considerando la ecuación se obtiene cuando 

_ -  



de la cual se infiere: 

O donde F(R) es el grado de saturación si se trata del 
volumen de los poros, o la frecuencia acumulada del 
tamaño de las partículas; y son 
parámetros a determinar. 

La generalización empírica de la ecuación a todo 

tamaño de los poros de las partículas sera escrita 
como sigue (ver ecuación 3): 

Las ecuaciones y satisfacen de manera exacta 
la ecuación si: 

el rango de R sera llamada distribución canónica del 

De la ecuación considerando la ecuación se 
puede obtener una expresión integral para calcular la 
dimensión fractal, a saber: 

La ecuación se vuelve una identidad con la 
introducción de la ecuación Sin embargo su 
introducción no es posible, ya que la ecuación sólo es 
válida para valores pequeños de R y su aplicación a 
valores grandes de R implica un crecimiento no acotado 

La función de distribución I que puede ser introducida 
en la ecuación es la distribución canónica definida por 
la ecuación Se obtiene: 

en donde Rm = 
Para el estudio de funciones de distribución más 

generales se postula la hipótesis de que N(R) Y F(R) 
admiten funciones densidades n(R) y f(R) definidas, de 
manera que: de F(R). 

y cuando se tiene 
Fácilmente se puede verificar que si en la 

ecuación se obtiene precisamente el exponente de la 
distribución canónica: Pero Io más importante 
es que se llega al mismo resultado si a condición 
de que 

Considerando que se puede establecer el límite 
siguiente: 

la función F(R) se encuentra normalizada, es decir F(-) = 
Las funciones densidades pueden relacionarse 

considerando que el volumen de poros o de partículas 
en el intervalo es proporcionado, por 
una parte, por donde c es un factor de forma 

si R se considera como el diámetro de una esfera) 
y, por otra, por donde es el volumen 
total de los poros o de partículas en una unidad de masa 
de suelo. Se sigue que: 

y en virtud de la ecuación se deduce que: 



Así, la condición ha permitido encontrar el límite 

Puesto que el intervalo de variación de es Esta distribución puede ser presentada en la forma 
usual con la introducción de la variancia definida por 

La dimensión fractal se deduce de la ecuación 22: 

superior de la dimensión fractal. 

de la ecuación se deduce: 

Para encontrar el límite inferior de la dimensión fractal 
definido por la ecuación se deben satisfacer los límites 
siguientes: 

donde es la función error complemento. 

La distribución de Cauchy 

La distribución de Cauchy del logaritmo de las escalas 
puede ser escrita para la frecuencia acumulada como 

+ con y para la 

parámetro se deduce de la condición de normalización: 
La función F(R) es la siguiente: 

La comparación de las ecuaciones y conduce a 
Sin embargo, este resultado no significa que las 

distribuciones microcanónicas sean aplicables hasta 
De este modo, la dimensión fractal se puede 

calcular a partir de la función de distribución o de su 
función densidad utilizando la ecuación con 

función densidad = El 

Algunas funciones de distribución 

La ecuación puede ser utilizada para estimar la 
dimensión fractal a partir de funciones de distribución más 
generales. El procedimiento se ilustra con tres funciones 
simétricas y dos asimétricas. 

Funciones de distribución simétricas 

La distribución de Gauss 

La distribución normal del logaritmo de las escalas puede 
ser escrita para la frecuencia acumulada como 

= donde y es la 
función error, y para la función densidad 

en El parámetro se deduce a partir de la condición de 

normalización La función 
F(R) se escribe como sigue: 

La dimensión fractal correspondiente se deduce de la 
ecuación 22: 

donde 

La distribución de Brutsaert 

la cual es simétrica La función densidad logística proporcionada por 
con conduce a la 

distribución La función F ( R )  
corresponde a la distribución propuesta por Brutsaert 
(1967): 



y la dimensión fractal correspondiente se obtiene de la 
ecuación 22: 

L O 

donde 
Una comparación entre las distribuciones presentadas 

es posible si sus parametros son obtenidos de modo que 
la dimensión fractal sea la misma en todas las 
distribuciones. En la ilustración se muestran las 
distribuciones con una dimensión fractal los 
parametros correspondientes, calculados respectiva- 
mente con las ecuaciones y son: a) Gauss 

b) C a u c h y  y c) Brutsaert 
Como puede observarse, la dimensión fractal las hace 
mas o menos equivalentes en una vecindad alrededor 
de Es bien sabido que la distribución de Gauss 
permite la definición de los momentos de cualquier orden, 
mientras que la distribución de Cauchy ninguno; la 
dimensión fractal puede permitir el paso entre ambas 
distribuciones para el cálculo de sus parámetros. 

Funciones de distribución asimétricas 

con la función zeta incompleta normalizada definida 
por: 

La distribución doble exponencial 

Considerando las propiedades de la función error, Fuentes 
(1 992) propone la función de distribución asimétrica 

con cuya función densidad 

es El 
parámetro satisface la ecuación es decir, 

La función F(R) se escribe como 
sigue: 

Y 

y la dimensión fractal se obtiene de la ecuación 22: 

donde 

La distribución zeta 

Considerando las propiedades de la función de 
Riemann, se propone la siguiente función para F(R) con 
dos parámetros de forma y 

U 

donde es la función gamma de Euler; es 
una función de definida implícitamente por 

Se debe observar que cuando la función 
definida por la ecuación tiene el comportamiento 
F(R) de la distribución canónica. 

La dimensión fractal se obtiene de la ecuación a 
saber: 



donde 

La distribución de van Genuchten 

La función densidad logística asimétrica proporcionada por 
con conduce a la 

distribución + donde La 
función F(R) corresponde a la distribución propuesta por 
van Genuchten (1980): 

don de 
La dimensión fractal correspondiente se obtiene de la 

ecuación 22: 

La relación entre m y n más utilizada es la 
recomendada por van Genuchten sin 
embargo, Fuentes et a/.  en sus estudios sobre el 
fenómeno de la infiltración, recomiendan utilizar la relación 

estas relaciones pueden ser generalizadas 
como 

Puesto que la característica de humedad de van 
Genuchten tiene el comportamiento de la ecuación de 
Brooks y Corey, c u a n d o  se debería 
esperar obtenido con el método de mínimos 
cuadrados a partir de los datos experimentales, fuera 
independiente de k .  Se denota por (mn)k el valor del 
producto mn para un k fijo, obtenido mediante la 
minimización de la suma de cuadrados del error entre el 
contenido volumétrico calculado y medido. Los resultados 
de esta minimización en suelos del catalogo GRlZZLY 
(Haverkamp et al., con los valores de k=1, 
muestra que existen diferencias significativas que se 
acentúan conforme mn crece. Los resultados se presentan 
en la ilustración donde se puede constatar que: 

La dimensión fractal calculada con la ecuación para 
las diferentes relaciones entre m y n es presentada en la 
iIustración Se puede constatar que Dk es más o menos 
independiente de la relación entre m y n. Lo anterior era 

Como puede observarse, la distribución de van 
Genuchten depende de dos parametros de forma (m y 
n), Este autor propone dos relaciones entre los 
parámetros m y  n  para poder integrar de manera cerrada 
dos modelos de predicción de la conductividad hidráulica 
relativa, en el modelo de Mualem (1976) y 

en el modelo de Burdine (1953). 
La comparación entre las distribuciones asimétricas 

para la dimensión fractal de se presenta en la 
ilustración Los parametros correspondientes, 
calculados respectivamente con las ecuaciones y 

son: a) para la doble exponencial, b) 
y para la distribución zeta, c1) 

para la distribución de van Genuchten- 
Mualem y c2) para la distribución de van 
Genuchten-Burdine. La dimensión fractal integral 
constituye el parametro de paso entre las diferentes 
distribuciones. 

Aplicaciones 

Después de su publicación en la curva propuesta 
por van Genuchten para la característica de humedad es 
ampliamente utilizada en muchos trabajos de 
investigación. La ecuación considerando la ecuación 

se escribe como sigue: 



contienen información sobre valores grandes del tamaño 
de poro; la frontera precisa entre valores pequeños y 
grandes del tamaño de poro es difícil de definir, 

Para salvar las dificultades planteadas, en este trabajo 
se ha propuesto una formulación para estimar la 
dimensión fractal basada en la consideración de que las 
funciones de distribución del número de poros y del 
volumen de los poros aceptan funciones densidades, y 
se ha establecido una relación entre ellas. Se ha aceptado 
que las distribuciones microcanónicas proporcionadas 
por el formalismo fractal y válidas paravalores pequeños 
del tamaño de los poros satisfacen la relación establecida 
entre sus densidades. La generalización empírica de la 
distribución microcanónica del volumen de los poros a 
todo el dominio de los tamaños de los poros es llamada 
distribución canónica; en esta última, el exponente no es 
necesariamente igual a la codimensión. La satisfacción 
de los límites teóricos de la dimensión fractal por la 
distribución canónica ha permitido obtener una expresión 
integral para el cálculo de la dimensión fractal, llamada 
dimensión fractal integral debido a la manera de cálculo. 

Se ha demostrado que la dimensión fractal integral 
permite hacer el paso entre funciones de distribución tan 
disímbolas como las distribuciones simétricas de Gauss, 
Cauchy y la logística simétrica de Brutsaert. Asimismo, la 
dimensión fractal integral ha permitido el paso entre 
funciones asimétricas como la doble exponencial, la zeta 
y la logística asimétrica de van Genuchten, esta última en 
la versión de Mualem y de Burdine en razón de las 
diferentes relaciones entre sus exponentes. 

de esperarse, ya que la dimensión fractal es, en principio, 
una propiedad intrínseca del suelo, y su estimación a partir 
de la curva característica de humedad no debe depender 
fuertementede lanaturalezade sus parámetros si la curva 
analítica aceptada describe adecuadamente los datos 
experimentales. De este modo, la dimensión fractal 
integral se constituye en uno de los parámetros que 
caracterizan la geometría de los suelos. 

Conclusiones 

En la literatura se ha argumentado que el contenido 
volumétrico de agua en el suelo es proporcional al 
volumen del cuerpo paralelo, lo que ha inducido a ofrecer 
una explicación de la dependencia en potencia entre el 
contenido de agua y la presión del agua en el suelo, 
conocida como característica de humedad, haciendo uso 
de la ley de Laplace que relaciona la presión con el tamaño 
de poro. En particular, la potencia de esta dependencia 
se ha argumentado ser igual a la codimensión; es decir, 
a la diferencia entre la dimensión euclidiana del espacio 
donde el suelo está embebido y su dimensión fractal. Sin 
embargo, esta argumentación sólo es válida cuando el 
valor absoluto de la presión es muy alto; esto es, cuando 
el tamaño de poro es muy pequeño. 

La utilización de la codimensión para estimar la 
dimensión fractal del suelo a partir de la característica de 
humedad experimental ha inducido a valores no 
aceptables de la dimensión fractal debido a que los datos 
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Abstract 

FUENTES, C., HAVERKAMP, R., ZATARÁIN, F., ROSS, P. ANTONINO, A.C.D. Distribution functions dimensionality 
of soil pore and particle sizes. Hydraulic engineering in Mexico (in Spanish). Vol. XlX, no. July-September, 

pp. 

The argument that soil volumetric water content is proportional to the volume of the parallel body in fractal 
geometry has been used in the literature to give an explanation of the power representation of the moisture 
characteristic, which relates water content and soil waterpressure by using Laplace's law, which, in turn, relates 
soil waterpressure to pore size; the pc Ner is equal to the codimension, i.e. the difference between the Euclidean 
dimension of space, in which the soil is imbedded, and its fractal dimension. This assessment is only valid 
when the absolute value of soil water pressure is high, i.e. when the pore size is small. Using this result to 
estimate the soil fractal dimension from the experimental moisture characteristic has yielded unacceptable 
fractal dimension values, which result from large pore size values in the data; the precise boundary between 
large and small pore size values is difficult to assess. Therefore, an approach is being proposed which estimates 
the fractal dimension based on the fact that the pore number and pore volume distribution functions accept 
density functions, establishing a link between them. It is imposed that the microcanonical distributions supplied 
by fractal formalism, valid for small pore size values, satisfy the relationship established between its densities. 
The empirical generalization of the pore volume microcanonical distribution over the full pore size domain is 
called canonical distribution; in the latter; the exponent is not necessarily equal to the codimension. By satisfying 
the theoretical boundaries of the fractal dimension based on the canonical distribution, it is possible to obtain 
an integral expression to calculate the fractal dimension, called an integral fractal dimension due to the way it is 
calculated. The integral fractal dimension allows to move through distinct distribution functions, such as Gauss's, 
Cauchy's, and Brutsaert's symmetrical logistics. The integral fractal dimension is the link between asymmetrical 
functions, such as the double exponential, zeta, and asymmetrical logistics. Since the van Genuchten distribution 
is widely used in soil hydrology, it is analyzed using different relationships among its exponents from the soil 
types found in the GRIZZLY database; it is shown that the integral dimension function stays constant, although 
the product of the exponents depends on the accepted relationship among them. This supports the fact that 
the fractal dimension is a soil property, and should not depend on the accepted theoretical curve that represents 
the moisture characteristic. 

Keywords: integral fractal dimension, symmetrical distributions, asymmetrical distributions. 
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